Stresses and deflections in a circular ring with non uniform moment of inertia subjected to transverse symmetric concentrated loads and a tangential. Sine-series loading, 1948 by Knudsen, K. E.
Lehigh University
Lehigh Preserve
Fritz Laboratory Reports Civil and Environmental Engineering
1948
Stresses and deflections in a circular ring with non
uniform moment of inertia subjected to transverse
symmetric concentrated loads and a tangential.
Sine-series loading, 1948
K. E. Knudsen
Follow this and additional works at: http://preserve.lehigh.edu/engr-civil-environmental-fritz-lab-
reports
This Technical Report is brought to you for free and open access by the Civil and Environmental Engineering at Lehigh Preserve. It has been accepted
for inclusion in Fritz Laboratory Reports by an authorized administrator of Lehigh Preserve. For more information, please contact
preserve@lehigh.edu.
Recommended Citation
Knudsen, K. E., "Stresses and deflections in a circular ring with non uniform moment of inertia subjected to transverse symmetric












CIRLUIfiR RIN6 tV I rtf V/tRJI9 BL£ I.
<P •
16) ~ = b-. an ra.= n ~
r
..------------------------ ------.
- L/) n z:: M...., -b f1d -\.- t1





(r 0: "'" r,-, V· )
1'"'/p :: 0 JtT!
Hf = 'P '( ( - «. ) ()~
- rtf" 0 r J"-o<. ~ ep -/; 11
~) H~~ /1 r '[I- co>(. -OJ.£J
. ~
~ - ~
= r 2 J[1- uo¢caS -~ept9A4S) f.;/;tna<rtnj ],;;{S
~ F '5 ~ ,h ~ - n Q ~ G06n4J '/) ~ 1






__(gtt) _.___ _11 ~ _t1~ t~~{1~-t@.cP)~-E1~'~eP-:~~ ~J~------,~- ---:-_-- _
. '. -:_______-:L~rL, ~"--- - WJ¢Z"~_I_btfj-,!.Z-YJc;:,-,~,~ ce" 1---------
- '
..~ -------------- - -- -_._._--------- -- - ---~. --- . ------
------ -- ----_.-------.. _-------------,.-
,--.--'=~~._----------- . ---
---._---- - - --- -- -"" - '-- .. - -_. -'---,--- -'-- -- -------------_.- --- --. -_ .._------~--~ ~,----------- - -----
--- ------- - --- ._----------------------------'------,-_._-
------0-------- ----;.--. -- '~- .------- - - -----------'-----
,. ) .'
. #/(tJUU ~7f~dl-ed .~ -r~1 )'---
-,___,cb'Mudi/'l~,--kz.G?tuq.-' .-~ --'1 .-----..~--------
~ ~,- d
-.-.------------ --:-------:--..:.--j-------P/-.;z:--------......:.-----.--------- - -r' - - .-----.------------




----- __O?J - ~_rl&_mmpt/WL__·. ddt.¢ "..,.Lvkr-~ &//UNff---'
. 1Z
__(8) -: -~~~~ q;u-r/;. L1dtp =0---
'"~~/J)~~~:- ~,-;Jfj---~.-id4 ~O -- .. u~___m --. --- -:--~_-~-. ~ -_
_ _ E> ~ • _ .
----'--- ----------- .- .
•
----------'---
--~-ro-wl -o/~l6J-/'---· - _
:-cr-11 . . .----------:---------
10 \. () '17 ~ I .
----.--I,J;.'J--- -- --()--- --..----------.---- ----
. --- --- - ---- --- -- -_._-~---- -- _ .. - - _._-
. .
--- -------_._._----------------
--.------~~~~ cm--~) -~__ f~_ -- Ix- _~-,.-<~-
~ V'
=-~~@J_!¥d~,,~~~---~--~-~_- ---:_~~- .-.-------.---~~~~~----__. _. _
-,:;; .
. .-'---1'---R-----·---·---·- ---- -- - ---.------.-..-- .---------.----






---@OJ o-:uL-JL12o .-- lYr;r.'I- (j)JrP)+cz ~::'Jq;,{! 2"'~-( ~+f' z:~~ aJifn
• 0
---. -. --.. . -.----.-. ./-1t"'-_._- .. '-' -. -...-~.-.--------:---- ...-.:...... .-~- ---- -...--. - --- -..------- -- - .
+--(r, . . 1k-f-!-J..-~.---~---.--:..- --. _~I.\ ..__ . .... _. __... __._ ,~_c&¢_
'"'!i-r;<..
-"-~"."'---'- __.'ji'-QL-_._--- - .-.- - _ - - _.-.-.~-_._._.. _-_.__ _--_ _------_ - .. ----_._ .
+- I !- r . . . / .. .~ (A ~ 1 ") (\ 1 ~ CO'J\? 4> . Jj
____.--;--.~-_{;::.t1o-~fj()I.O=C@.rP-).!: 'Pr~-~Oi.~ 4- r"t-L n -(CQ)_~b_tl~-1 ben -to r.~;;(n.:":.0~~~ .~"!e
~ ,.
---- -----_. --_._------------ _._~-_._--- -------~._--._------_._-_._------------ .---- - --.------------j---_. ---_._-_. --~;---












9-~, (PA.) Ut 10
~
a,H) () ~ L[Ho?+ rio r{tt-ia-W if;) +- r<t{JZ ';; - r~1'l;% 4,
. - '"'tt"-
.... itMot\> + No r (tp-.Q.l4tl- Pr W~4> + 1:>4«<."') ;- '(t\' Z - f~<t>l ,<'2: ] <J...
epc.) 0 =l;Jr/.(rI- .,. IT - Jir,,) + No r (,& -~ 0- : """"e;:~}) .,. r 2 ,2<1.)Z ~n
- r 2(~ - ~C7l- ()(.)) Z -+- rZ Z. nZ(;~-I) ~nf$. - ~n~o(X.
f
-+-}[no &-2d-) ~ No 'f (il-~--~(H) f AMol) - f\-(- Md- 1-(]i-2o<.)~o()
+-r2.(10- 20<)2: ~n -<r"~-'4 -¥ut) Z + r? Lnt~-I)~ tJ(o ....)-.u.,,~
I~2 eIJ 0 -=; i. [2tx H.:!:p-r N. +- ;LsJ. r'- Z ~n -+ Zr tL n~~'_[) l1-</lflrA ]
· . Zb- @)
-:_0_~L--Q ~-fLL~:+H~l '+ r~L~"--;fz:z~ ~Yl~J--__-__
- -
______Cf':'( ~ _
-- ._---- ,-------------------- -
- . - .; - r/ --~-'-u~~~l~~~~~;)~-~ .. _1r;;~)_~-;Yhl2;;~~Z;~-[~~;-~--;;~]~
- .v-- t-- - -
~=-~~_~_-_--:-,~ --.'~-}[f;2;·z~~ i~~z_~f;~J- ~ ~d(_-
----------------'------------------------ - - - -- --p------:-v--,--=------=~f/fC~~ -(7l:- ~ taM1'ft.1J _
-r-zi- --.r,<z;j :~, ,-q"~
=- - + r'2.L.. - .
----- -Iex--- --.1;.--- - r-JI-------~-------
~
, .
. - - ----- -- _._.- _.-.. -._-_._---
___.--~_~__~:~--~--~ __=-t:-~vf~{~~i~~~C;~~~ -rt:jI~-==-~
,,~Q;g}--~~~~';~' -~ii ~~"'i{lf~~;~;:~ '~n~:.=IJ~~~?~'-'---
---- ---------- --~------- -- ---"=~~-?r= --==-------~--------- ------ --._--' - -~--- -
___: _-: - ,,' -i-ltt","2ot)_~,k" [ W~ d: - 2{o< ~d 4-" ~fJ~J~----~--~
-------------~---- --~----~_. --~
~_._-----_.~-
--.--:- ----_. - .,._----- ~ .. __ .. __.- -----_._- --- -------.- -----------------------"------------
------_._-._-----
q, (/3e<.) ~t.;ya;/;e-S -t6 ..
v v . v-
/?Yf,) () ~ ;r/.-[;Io::'p -No~f:~ + f ...~~) + r~4> z. ~.
v-- . ~ ci-.....
_ r2( ~ t- ~lrP Z +-t:< -+- ZY tttl (~C~+lJ~ +~(n-I}4>J
. 2 4-./ n -L () I L nC.o I_t) :~jJH·t ) 2.(,n - t) ~
T -L l-
Xot.
Qh) 0_ -= t [H /l.w.d.. -/dJM.lV ~ - tiof C~ + ~:.. ~- rz(ol + ~21') l rl~l a.,1
~ -L [ (1t -1d- .~ l ) z. (r.t -2;,t.. _~ lck.- \ -..;;~J:. - No r 2. - Z. J - r 2 . 2 J L~, '-\ a. L-\.
. . ~ -. -
(pa) V = ---!i-tl- [ 1'10 '( (:ia+ ~).c<.) +- ,I ~ {-~ l' J L n~-I <::< ...1
- ~ [}v(~-& -;a-w.loL)'" r'(U;-l"--~ 2.,(.) L ~ .a.]
N€I'<' -
Y\




























j I - . I
.. I. I lI I
I I
I I j
i ; i I I
i I





























































I·. i' I ,I I
i : a;J(ri,+I)r I Cffilv)IJ~
'I :. rrl I -- it- i .\ I
ii- 7...., j i II : ' . I 12
I ,; i I'
.¥{~ ~ep~ct!l'- ~!I ;4~,if7: I I !. I" I' '
I ' Iii i, i I I~ , I i, I . : I I
I ' : ,I 11 ! I :
1 i. I II i I; 1 'I
Ii [i .j !", .,' i' i, r '
,: i I
i ' I













































































'1J.-1.,i t-t:Pr r;J;;,<p-l~(X~+U;~Tr',~ .~"-----=--::_---.r.:: -: ---, 7r',~"~~-fl-~k1 . :1-' ,.~"'--:"""-----'--;---~--'---
. .
. ..........if2 ~ ~ <$ f=:. lG~ c(.
-ri--~~-
~ / • # " •• ~/K.=.' I-.--~ := I . 1__~,'___'_·~=·I_._.L.;fYt.:...:::.::1..~~·~~~,J· ~(a 1-0
_._._CJb4}_j/ ?i[!-~rf--2{«~«~~'u.Jl+ (2 i nC~~ un PI 1>
tf· Po(' _' . . -~-c . '. .... , ' . teO ". -:--'-.'--
--(iZt£) ~~L{rr~¢..f[:L(c(~~~J + 1'.2Z aa-~IJ~~~~~, .------"-,'.. _
~__'~fuGh'" olu~( wv;l/~. ~tt!-td- ~~/.
(~tld!d -bCH'j #~/~ktb)_
---'---...----_... - ---.._-- .._-_. - .-.... ------- - ._- .-- ~'-----..:.....,--~--------''-----
-------_.-.-_. .~.--- -----"-------_._------'---;:...:..._- ---_..._----
. • I





____• l ~. ..:_
•15" /0
tuI I
fI{J T E x ftc { ~
"W





,(~ fp l\~d.- 2(~~O(tUJ.>OLJ ~(l-k,) ~. ~II.. .' (~~ =- ~EI~ L o;-:t~(l-k.) f- ~-~O-k) Ln0'-l)~\'l~ JC1t~~-2~~
. 0
"'ll~1t~~-Z)d~J+' r l :"~-l) iC1l'.w.f -:<) cron~ J</J
_ ~ F:~4-1-)CQ> oiR ~ ])
(~(T~ ~(~().+ (g)r,)(.) ~ :L((-k) ):" al4. \)<;tl
+ ~£I lit~ - 1\- ~CH" ) +Ii-k(t-k,) r L~'(n\.I) (Ow. J (1i",,~-l)
d-... f .[n~~-\) }~~q,-Z)CQ)r1~ ~1

20@
dqe) ~~-= .((~d-- &. )Ln(~~Dt n'"-~a-l!ol~Lc') LO;)~ '))
r.. ~ ~ £( (v:-.u)- "U»oL [-r.:. ( \\ '(3\l.~ f) 0 0 . (c~-.:to< ( \.:::.-k..J.. . Erd. .:: -2dW<d.:-1£."L)) ~£I(,tk<f.~ ~
4- ;~ [ ~if - 20<) -1-"":' 1ol) - 2UJJ 0( ] ~
4 (t"-~)tLn~n:-l)' (n""~ ~nc(+ ~W~MO()
2-((- k) ~<Ir -Aol)-1t"Ul;)~. • ';: VIA- . l'
1T .- lii-~oI-(I-"'-) L tl'(n'()~~d..
r~ b""
- eIol ~ t')(t\~_I)i.
•)
? ,,'" . ~ ] I btl
Sf> %:.-rrA {fT-~- ir~J ~oc-. -+- -:t (IT- 20< i-~~) - 2Ufjo<. +-~ L n(o!.l)r
~ .
,
p [ ~ '- - . 4j-rr .







-- -_(P)~~-~- ·~5e~-~~{:f~;:;:~fj(;~~--2xMU~ -~)=~Wi~ +~a»J\'_._.. _
,,' .' M:' I ') . ~ ') J . (\




---- --'--.- "--"--:'--'''---'-, ..._- ...... - -;b-I'/---._-'... - ... --------- ---...,- ---:-----:-------- ..:--- -:.....----. --
, . + Jc. l. . Ie .==~=. . '. . . '. ,
.-.---------.-----:----...-_b.cn..::.y . .____ .. .__...._.-.
--·--·----;-£(l~kt-i-=-~- ""~~·-;--·E~~·~---\-·- ..·I ;-~-h'~ .....--_.
..__._. ....... ,,,. ~~W'-..... -i1l .... ~O«(t=~f.l-~I'lG.(t1.~;.(} .... ' ~_.~~~_(~.:J.L~-_o---,._.-_--.. -- ..
, . .._.. ---'-D---~--------·--' --"-:.- ._-'-'---------.----.:..--....-
----__"_ -c._ -----_:-r:c'':tt2_~En~l)·.c(~.~~~- + UJj~U/OYlo(.l__.,_·~ _
, f
._------- ----"--- ...---_ ..._---
\ \ ~. ,.,
. ·~=~BQo~~~[ t~~~i~~~~;~(I:kJ t<D~J~~{lf-~+~~)-~o<]
. .
.. '---p-;;;--- .., _.._..~_ ... ---' _. -, _.-
.__.__ ~Y1 ~.2 .-.:. _Bq0 =-. j= .L.---.-- ...=.~c.-__=._.:--.--=_._~~~ ..~ .- _ -- ' ]
. _._.- ------_._------ ---_. --,--------
I
I----~











<t>'::'D Icc. I Y) ':: 4-
) =I - _
• f· 13- 15
. ,
____-_.lL- _______. __ . ._. ~-. . 0 --
__--'-' c • .__•
-----..-- - -,,-.---
-----------.-~._----.------_.--_._---- _._'--------_.~- ------ ----- ------
__-G2L-t/
J
= ;;"'(u; ~ce-~2 .' o~¢!, ~~~ __- ~-- ~.~ -~-:_
_._--------~---
. .
- ~-- _.~---------- -- -- -- - -- --~--- --- -- --------------._- _.--------_. -- -- - .--- ---------- - - - _.. -------- - -
------f _~~",C:L __;)_-_~M -----.------ ---~-- ---.
i-_~~_21;~..r~:<P-.i-·~2~~-~--·----.=····i~t~~:-- ..~-~-~ __~,~_~~,-
· : ~-'--JClb:~A (,(J>wp_~_2L~d2_~)dd>_, __]~I.::~/)+.j.:ce -r~~~~1.::: ~ ,QA,'~Y!(L:,' C Z












[tv} ~Ho(,COVo<... -l(Pi) Vld.~oLJ
[ nMJ'1, n rJ.- U/) r;(. - ~·no<. c.A:l n0<- J
-










( 3 - 1L~ - 2.i...~~r;¥. +C&':d)
~ 7f; :..Lv<. ((11~cX :-20£) P - ~-- uU-~)
)
Z(l- k,) ,~b r1 J.).M.(,n~-\-(W~o(- i..Ji. T-;LlX.lJ- k ) L n2(t?~-t)
-r 1>Z. n~:IJ' (Y\4M<-t'lclCb]oC. - ~o«(A) t'l cl) J
yo '3 [UfJr/... 2.Ck~+ Cd>!:l)
-+ yEr T Ti'UT,)o{ - 4) P - (~-R/U4A,o()P ~ -u(t-kl
~ ~~-2.ol. 2.'2 b"-~Y1ol..
-- (\ k.)11 1t-~Cl-~l - Y12(""e-l)





. G3<i) AJqo:o-frl :_?~1~:.r-(70Ju~+2(1-~)(PJo()" fu?<x -~
•
.'
------- ----- -------- ---- ------ .--
\
•• -1 ru'd.- _.~~~_(",,,-,~~__~ -,-- ~~ _
.-------.-------.---.--;--- p--.;.--Lt~T~R-----. -' '.- , . ---_~:.. __D:-:o_ .-jtQqo - ~ - IL[Jli~-~_(J-=-ls)_C!b~~~rJ.~1d~J~'<t:~2.c.o>oLJ
--~~_g --~ q:~O~ :: .;I-_-=~ __-'--- --, '.- -~~ .-.--:.----~ ~-~-.~~=~-------J
, .'
__ m~ ~ ... ----,:;:- ;~E~:~~~~~c~;(~-k)(~lollO<ol~~:~4oef~tJ
------ -_.' - ---_._-.. ..:-. ----- ----------.-----.-
----,-------- --- --
---------.----~---
..
-------------- .----------- --.-.
-------- -----------. ------------
